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Funkcja przenoszenia
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Zakładam, że układ jest niezmienniczy przestrzennie – izoplanatyczny:
• Niezmienniczość ze względu na przesunięcie
• Stała skala

ℎ 𝑥2, 𝑦2; 𝑥, 𝑦 = ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦)

𝑔 𝑥2, 𝑦2 =ඵ
−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 ℎ(𝑥2 − 𝑥, 𝑦2 − 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

Jest to splot sygnału wejściowego z odpowiedzią impulsową

𝑔 𝑥2, 𝑦2 = 𝑓 𝑥, 𝑦 ⊗ ℎ(𝑥2, 𝑦2)

Z twierdzenie o splocie w przestrzeni położeń:

ℱ 𝑓 𝑥, 𝑦 ⊗ ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝐹 ν𝑥, ν𝑦 𝐻 ν𝑥, ν𝑦 = 𝐺(ν𝑥, ν𝑦)

FUNKCJA PRZENOSZENIA UKŁADU

𝐻 ν𝑥, ν𝑦 =ඵ
−∞

∞

ℎ 𝑥, 𝑦 exp[−𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦)] 𝑑𝑥𝑑𝑦

jest filtrem częstości przestrzennych𝐻 ν𝑥, ν𝑦
SplotFFT.mlx
Deconvolution.mlx
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Funkcja przenoszenia
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https://www.youtube.com/watch?v=Tkc_GOCjx7E



Fala płaska
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Z równań Maxwella:

𝑟𝑜𝑡 𝑬 = −
𝜕𝑩

𝜕𝑡
𝑟𝑜𝑡 𝑯 =

𝜕𝑫

𝜕𝑡

𝑑𝑖𝑣 𝑫 = 0 𝑑𝑖𝑣 𝑩 = 0

𝑫 = 𝜀𝑬 𝑩 = 𝜇𝑯

i równań materiałowych:

i korzystając z tożsamości:

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 = ∆

dostajemy równanie falowe:

∆𝑬 − 𝜀𝜇
𝜕2𝑬

𝜕𝑡2
= 0

W postaci ogólnej:

∆𝒖 −
1

𝜗2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0 𝜗 =

1

𝜀𝜇
𝑐 =

1

𝜀0𝜇0
= 299792458

𝑚

𝑠

(prawo indukcji Faradaya) (prawo Ampera)

(prawo Gaussa - elektryczne) (prawo Gaussa - magnetyczne)



Fala płaska
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∆𝒖 −
1

𝜗2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0

Zakładamy, że rozwiązaniem równania falowego: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 cos[2𝜋ν𝑡 + 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)]

jest fala monochromatyczna typu: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧
{exp −𝑖 2𝜋ν𝑡 + 𝜑 + exp[𝑖 2𝜋ν𝑡 + 𝜑 ]}

2

faza

częstość
amplituda

λ =
𝜗

ν

∆𝒖 − 𝑘2𝒖 = 0

1

𝜗2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=

1

𝜗2
(2𝜋ν)2𝑢 = (

2𝜋

λ
)2𝑢 = 𝑘2𝑢

równanie Helmholtza

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp[𝑖2𝜋ν𝑡]

Liczę drugi człon równania falowego:

∆𝒖 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝜕2

𝜕𝑦2
+
𝜕2

𝜕𝑧2

Czyli równanie falowe w postaci:

Weźmy falę elektromagnetyczną w postaci:

częstość

prędkość



Fala płaska
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Inne możliwe rozwiązania równania falowego: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp[𝑖 𝜑 𝑟 − 𝜔𝑡 ]

fala o określonej częstości 

fala monochromatyczna o określonym kierunku propagacji 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp[𝑖 𝛽𝑧 − 𝜔𝑡 ]

faza częstość kołowaamplituda

𝜔 = 2𝜋ν

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑒𝑥𝑝 𝑖𝜑 𝑟 exp(−𝑖𝜔𝑡)

amplituda zespolona zależność od czasu



Fala płaska
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Falę monochromatyczną mogę też zapisać jako: 

𝑘 = 2𝜋ν =
2𝜋

λ

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 = A exp[𝑖(𝑘𝑟 + 𝜑)]

gdzie k jest wektorem falowym: 

ν𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝛼

λ ν𝑦 =
𝑐𝑜𝑠𝛽

λ

𝑟 = 𝜗t

a r jest odległością: 

Definiujemy częstości przestrzenne:



Rozkład pola na fale płaskie

9

Dowolne pole może być przedstawione jako superpozycja (suma) fal monochromatycznych: 

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 =

−∞

∞

𝑢ν 𝑥, 𝑦, 𝑧 exp −𝑖2𝜋ν𝑡

𝐹 ν𝑥, ν𝑦 = ඵ

−∞

∞

𝑓 𝑥, 𝑦 𝑒𝑥𝑝 −𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

Transformata Fouriera: 

Dowolne pole optyczne rozkładam za pomocą transformaty Fouriera
na superpozycję fal monochromatycznych: 

𝑢 𝑥, 𝑦 = ඵ

−∞

∞

𝑈 ν𝑥, ν𝑥 𝑒𝑥𝑝 −𝑖2𝜋(𝑥ν𝑥 + 𝑦ν𝑦) 𝑑ν𝑥𝑑ν𝑦

ν𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝛼

λ ν𝑦 =
𝑐𝑜𝑠𝛽

λ

częstości przestrzenne:

λ =
𝜗

ν

ν𝑡=xν𝑥=x
𝑐𝑜𝑠𝛼

λ
=x

𝑐𝑜𝑠𝛼

𝜗
ν → x=

𝜗t
𝑐𝑜𝑠𝛼



Superpozycja

10 Superpozycja.m

DzwiekDT.m



Widmo krótkiego impulsu 
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e2e.ti.com/blogs_/b/analogwire

old.nobelprize.org



Załóżmy, że znamy rozkład pola na fale monochromatyczne w płaszczyźnie z0 .
Chcemy znaleźć rozkład pola w płaszczyźnie z1. 

Rozwiązaniem fala monochromatyczna:

W kierunku propagacji:

Aby znaleźć rozwiązanie podstawiam to do równania falowego:

Uzyskujemy:

Przestrzeń swobodna jako filtr częstości przestrzennych

12

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑈 ν𝑥, ν𝑥, 𝑧1 + 𝑘2[1 − 𝜆ν𝑥

2 − 𝜆ν𝑦
2
]𝑈 ν𝑥, ν𝑥, 𝑧1 =0

ν𝑥 =
𝑐𝑜𝑠𝛼

λ ν𝑦 =
𝑐𝑜𝑠𝛽

λ

𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1

𝑐𝑜𝑠𝛾 = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2𝛽 = 1 − 𝜆ν𝑥
2 − 𝜆ν𝑦

2

𝑈 ν𝑥, ν𝑥, 𝑧1 = 𝑈0 ν𝑥, ν𝑥 𝑒𝑥𝑝
𝑖2𝜋

λ
1 − 𝜆ν𝑥

2 − 𝜆ν𝑦
2
𝑧1

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 = 𝑎 𝑥, 𝑦, 𝑧 cos[2𝜋ν𝑡]



Przestrzeń swobodna jako filtr częstości przestrzennych
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ν𝑥
2+ν𝑥

2 ≤
1

λ2 1 − 𝜆ν𝑥
2 − 𝜆ν𝑦

2
≥ 0dla: - fala płaska rozprzestrzeniająca się

ν𝑥
2+ν𝑥

2 >
1

λ2 1 − 𝜆ν𝑥
2 − 𝜆ν𝑦

2
< 0dla: - fala zanikająca, evanescentna (niejednorodna)

Funkcja przenoszenia:

𝐻 ν𝑥, ν𝑥 =
𝑈 ν𝑥, ν𝑥, 𝑧1
𝑈0 ν𝑥, ν𝑥

= ൞𝑒𝑥𝑝
𝑖2𝜋

λ
1 − 𝜆ν𝑥

2 − 𝜆ν𝑦
2
𝑧1

0

ν𝑥
2+ν𝑥

2 ≤
1

λ2

ν𝑥
2+ν𝑥

2 >
1

λ2

dla:

dla:

Propagację fali monochromatycznej w przestrzeni możemy interpretować jako proces filtracji
dolnoprzepustowej. Pasmo przenoszenia równoważnego filtra jest ograniczone w płaszczyźnie
częstości przestrzennym do koła o promieniu 1/λ. Fale, których częstości są wewnątrz tego koła
przenoszone są bez zniekształceń lecz z przesunięciem fazowym. 
Częstości z poza koła są tłumione i w odległości kilku λ nie są rejestrowane.



Prędkość fazowa, prędkość grupowa
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Załóżmy, że mamy 2 fale monochromatyczne:

Prędkość fazowa – prędkość poruszania się punktów o tej samej fazie (fala monochromatyczna):

Prędkość grupowa – dla fal niemonochromatycznych, prędkość rozchodzenia się informacji, 
Rozchodzenia się obwiedni:

𝑛 =
𝑐

𝑣𝑝



Prędkość fazowa, prędkość grupowa

15 www.youtube.com/watch?annotation_id=annotation_3359660903&feature=iv&src_vid=ePJdV75fT5o&v=tlM9vq-bepA

https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8lSkfM



Interferencja – pojedyncza szczelina
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Propagację fali elektromagnetycznej za przeszkodą możemy sobie wyobrażać za Huygensem
jako falę pochodzącą ze zbioru punktowych źródeł światła umieszczonych w płaszczyźnie
przesłony.



Interferencja – pojedyncza szczelina
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• Wszystkie oscylatory w fazie (fala płaska)
• Równe amplitudy w punkcie obserwacji (daleko ekran)

𝐸 =
𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡 +

𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒𝑖 𝑘𝑟2−𝜔𝑡 +⋯+

𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒𝑖 𝑘𝑟𝑁−𝜔𝑡

𝐸 =
𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑟1 1 + 𝑒𝑖𝑘 𝑟2−𝑟1 + 𝑒𝑖𝑘 𝑟3−𝑟1 +⋯+ 𝑒𝑖𝑘 𝑟𝑁−𝑟1

∆𝛽 = 𝑘 ∆𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃 =
2𝜋

λ
∆𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃

∆𝛽 = 𝑘 𝑟2 − 𝑟1 , 2∆𝛽 = 𝑘 𝑟3 − 𝑟1 , ⋯ , 𝑁∆𝛽 = 𝑘 𝑟𝑁 − 𝑟1

𝐸 =
𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑟1 1 + 𝑒𝑖∆𝛽 + 𝑒𝑖2∆𝛽 +⋯+ (𝑒𝑖𝑁∆𝛽)

𝑒𝑖∆𝛽𝑁 − 1

𝑒𝑖∆𝛽 − 1

Interferencja N fal

𝛽 = 𝑘 𝐷 𝑠𝑖𝑛𝜃 =
2𝜋

λ
𝐷 𝑠𝑖𝑛𝜃

szereg geometryczny



Interferencja – pojedyncza szczelina

18

𝑒𝑖∆𝛽𝑁 − 1

𝑒𝑖∆𝛽 − 1
=
𝑒𝑖𝑁∆𝛽/2 𝑒𝑖𝑁∆𝛽/2 − 𝑒−𝑖𝑁∆𝛽/2

𝑒𝑖∆𝛽/2 𝑒𝑖∆𝛽/2 − 𝑒−𝑖∆𝛽/2
= 𝑒𝑖 𝑁−1 ∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 ∆𝛽/2

𝐸 =
𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑟1𝑒𝑖 𝑁−1 ∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 ∆𝛽/2

𝐼 = 𝐸 2 =
𝐼0
𝑁2

𝑠𝑖𝑛2 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛2 ∆𝛽/2
Interferencja



Interferencja – pojedyncza szczelina
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𝑒𝑖∆𝛽𝑁 − 1

𝑒𝑖∆𝛽 − 1
=
𝑒𝑖𝑁∆𝛽/2 𝑒𝑖𝑁∆𝛽/2 − 𝑒−𝑖𝑁∆𝛽/2

𝑒𝑖∆𝛽/2 𝑒𝑖∆𝛽/2 − 𝑒−𝑖∆𝛽/2
= 𝑒𝑖 𝑁−1 ∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 ∆𝛽/2

𝑁 → ∞, ∆𝑦 → 0

𝐸 =
𝐸0 𝑟

𝑁
𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑟1𝑒𝑖 𝑁−1 ∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛 ∆𝛽/2

𝐼 = 𝐸 2 =
𝐼0
𝑁2

𝑠𝑖𝑛2 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛2 ∆𝛽/2

∆𝛽~ ∆𝑦 ֜ 𝑠𝑖𝑛2 ∆𝛽/2 ≈ ∆𝛽/2

𝐼 = 𝐼0
𝑠𝑖𝑛2 𝑁∆𝛽/2

𝑁∆𝛽/2 2 = 𝐼0
𝑠𝑖𝑛 𝛽/2

𝛽/2

2

Dyfrakcja

Interferencja
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-3,47 3 -2,46 -2 -1,43 -1 0 1 1,43 2 2,46 3 3,47
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

𝐼 = 𝐼0
𝑠𝑖𝑛 𝛽/2

𝛽/2

2

𝜋𝐷𝑠𝑖𝑛𝜃

λ
= 𝑚𝜋

Warunki na występowanie minimum:

𝑚 = ±1,±2,±3,⋯



Interferencja – 2 szczeliny (doświadczenie Younga)
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maksimum:

minimum:

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 = 𝑘λ 𝑘 ∈ ℤ, 𝑘 ∈ −
𝑑

λ
,
𝑑

λ

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝛼𝑘 =
2𝑘 + 1

2
λ 𝑘 ∈ ℤ, 𝑘 ∈ −

2𝑑 − λ

2λ
,
2𝑑 − λ

2λ



Interferencja – 2 szczeliny (doświadczenie Younga)
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Interferencja

gdzie:

𝐸1 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡

𝐸2 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟2−𝜔𝑡
𝐸 = 𝐸1 + 𝐸2

𝐸 = 𝐸1 + 𝐸2 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡 +𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟2−𝜔𝑡 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡 1 + 𝑒𝑖𝑘∆𝑟 =

= 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘∆𝑟/2 𝑒𝑖𝑘∆𝑟/2 + 𝑒−𝑖𝑘∆𝑟/2 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟1−𝜔𝑡 𝑒𝑖𝑘∆𝑟/22𝑐𝑜𝑠 𝑘∆𝑟/2

𝑘 =
2𝜋

λ

∆𝑟 = 𝑟2 − 𝑟1 = 𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃



Interferencja – 2 szczeliny (doświadczenie Younga)
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Odległość od punktu środkowego między szczelinami do danego punktu na ekranie:

natężenie jednej z fal

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

𝑟 = 𝑟1 + ∆𝑟/2

𝐸 𝑟, 𝜃 = 𝐴𝑒𝑖 𝑘𝑟−𝜔𝑡 2𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

𝐼 𝜃 = 4𝐼0𝑐𝑜𝑠
2 𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ



Interferencja – 2 szczeliny (doświadczenie Younga)
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Trzeba jeszcze uwzględnić dyfrakcje na pojedynczej szczelinie:

I Interferencja dyfrakcja= 

-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

𝐼 𝜃 = 4𝐼0𝑐𝑜𝑠
2 𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ 𝐼 𝜃 = 𝐼0

𝑠𝑖𝑛 𝛽/2

𝛽/2

2

𝐼 𝜃 = 4𝐼0𝑐𝑜𝑠
2 𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

𝑠𝑖𝑛 𝛽/2

𝛽/2

2
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-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
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( )sin kd k =

d – stała siatki
k – rząd ugięcia, numer wzmocnienia

Wzór siatki dyfrakcyjnej:

0, 1, 2,...k =  

Ponieważ zachodzi:

czyli:

1 1
2 2

k k

 
 −    −  

max1
k d

k
d





 
  =  
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Jak policzyć natężenie na ekranie.
Podobnie jak dla 2 szczelin:

𝐼 = 𝐼𝑁𝑇𝐸𝑅𝐹𝐸𝑅𝐸𝑁𝐶𝐽𝐴 ∙ 𝐷𝑌𝐹𝑅𝐴𝐾𝐶𝐽𝐴

𝑛𝑎 𝑁 𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑙𝑖𝑛𝑎𝑐ℎ (𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡𝑜𝑤𝑦𝑐ℎ) 𝑛𝑎 𝑝𝑜𝑗𝑒𝑑𝑦𝑛𝑐𝑧𝑒𝑗 𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑙𝑖𝑛𝑖𝑒

𝐼0
𝑁2

𝑠𝑖𝑛2 𝑁∆𝛽/2

𝑠𝑖𝑛2 ∆𝛽/2 𝐼0
𝑠𝑖𝑛 𝛽/2

𝛽/2

2

𝐼 𝜃 =
𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑁𝐷𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

𝑁𝑠𝑖𝑛 𝜋𝐷𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

2
𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

𝜋𝑑𝑠𝑖𝑛𝜃/λ

2

Było liczone dla
pojedynczej szczeliny

gui2_3.m - A*sin(Bx+C)+D
PropagujacaWiazka.m
DwaZrodla.m
Szczelina.m
Cw7_1_2punkty.m
Cw6_3.m – siatki dyfr
Cw6_2.m – siatka o różnych szczelinach



Interferencja – siatka dyfrakcyjna

28

• gui2_3.m - A*sin(Bx+C)+D
• PropagujacaWiazka.m
• DwaZrodla.m
• Szczelina.m
• Cw7_1_2punkty.m
• Cw6_3.m – siatki dyfr
• Cw6_2.m – siatka o różnych szczelinach
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szczelin = 2 szczelin = 3 szczelin = 4 szczelin = 5

szczelin = 6 szczelin = 8 szczelin = 10 szczelin = 15

szczelin = 20 szczelin = 30 szczelin = 50 szczelin = 100
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